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文章 编号 :1005-3085(2010)03-0521-06 
环 Z 上 示 辑 函数 的 分 解 及 其 应 用 * 


(信息 工程 大 学 信息 工程 学 院 ， 郑 州 450002) 
摘 要 : 为 克服 一 般 剩余 类 环 上 合 数值 逻辑 函数 无 统一 多 项 式 表示 给 函数 研究 工作 带 来 的 困难 ， 本 文 
利用 中 国 剩余 定理 对 环 Zro (p < g 且 均 为 素数 ) 上 的 pg 值 随机 变量 进行 了 分 解 ， 并 由 此 对 pg 值 
逻辑 函数 及 其 变 元 进行 了 CRT- 分 解 ， 给 出 了 pg 值 逻辑 函数 的 分 解 函 数 的 代数 标准 型 ， 据 此 可 
得 pq 值 逻 辑 函 数 在 CRT- 分 解 意义 下 的 代数 标准 型 ， 又 讨论 了 pgq 值 相关 免疫 逻辑 函数 在 CRT- 分 
解 意义 下 的 等 价 判 别 条 件 ， 给 出 了 利用 分 解 函 数 的 代数 标准 型 构造 pg 值 相关 免疫 逻辑 函数 的 一 


种 方法 。 
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1 引言 和 基本 概念 


由 于 实际 应 用 的 需要 ， 近 年 来 人 们 对 密码 学 中 的 多 值 逻辑 函数 给 予 了 较 多 的 关注 。 由 文 
献 [1] 可 知 ， 素 域 Zo (p 为 素数 ) 上 的 多 值 逻 辑 函 数 如 同 布尔 函数 一 样 也 具有 代数 表示 形式 ( 称 为 
多 项 式 表 示 )， 且 布尔 函数 的 很 多 结论 2-4 和 研究 方法 可 以 直接 推广 到 素 域 上 。 但 对 于 一 般 的 
合 数 m， 由 于 环 与 素 域 的 差异 ， 给 研究 合 数 值 逻辑 函数 的 性 质 及 构造 等 工作 带 来 了 较 大 的 困 
难 。 文 献 5] 给 出 了 4 值 nw 元 逻辑 函数 在 2- 基 分 解 意义 下 转化 为 具有 某 类 特殊 性 质 相 互 关系 的 两 
个 2n 元 布尔 函数 。 文 献 [0] 给 出 了 pi (1 > 1) 值 逻辑 函数 的 代数 标准 型 ， 文献 [7] 研 究 了 p! 值 逻 
辑 函 数 与 其 p- 基 分 解 意义 下 向 量 函 数 之 间 的 关系 。 文 献 [8] 分 析 了 p! 值 相 关 免 疫 逻 辑 函 数 的 代 
数 结构 。 文 献 9] 也 在 p- 基 分 解 意义 下 对 pp 值 相 关 免 疫 逻 辑 函 数 进 行 了 分 解 ， 将 环 上 相关 免疫 
逻辑 函数 的 判定 问题 转化 为 素 域 上 向 量 软 辑 函 数 满足 适 定 条 件 问 题 。 对 于 环 Zrv 是 否 有 类 似 的 
结论 ? 

本 文 首次 利用 中 国 剩 余 定理 对 环 Zoo。 上 的 pq 值 随机 变量 进行 分 解 ， 得 到 了 pg 值 逻辑 函数 
在 CRT- 分 解 意义 下 的 代数 标准 型 ， 给 出 了 利用 分 解 函 数 的 代数 标准 型 构造 pq 值 相关 免疫 逻辑 
函数 的 一 种 方法 。 结 合 p 基 分 解 和 CRT- 分 解 这 两 种 代数 分 析 方 法 ， 我 们 可 以 给 出 环 上 任意 远 
辑 函 数 的 代数 表示 形式 ， 为 研究 具有 特殊 密码 学 性 质 的 多 值 逻辑 函数 的 构造 方法 提供 了 新 的 理 
论 依据 和 有 效 工具 。 

设 m > 2 是 任 一 取 定 的 正 整 数 ，Zi = 2Z/(m) 为 整数 模 m 的 剩余 类 环 。 又 设 n 为 任 一 正 
整数 ，X = (Xi1,… ,XX%) 中 的 XX1,… ,XX 都 是 定义 在 某 概率 空间 上 相互 独立 、 生 都 具有 均匀 
分 布 的 m 值 随机 变量 ， 记 m 次 本 原单 位 根 为 um = e2rzm,i = V-I。 称 2 一 Zi 的 任 一 映 
射 f(z), ze 2Z% 为 Z% 上 的 n 元 m 值 逻辑 函数 。 对 任意 的 a € ZR%，Tfo}(7X), ze 22 为 a 的 示 
性 函数 ，WH(a) 为 a 的 Hamming 重量 。 逻 辑 函 数 的 Chrestenson 循环 谱 和 相关 免疫 相关 免疫 
性 见 文献 [2- 和 。 下 文 总 设 p, gq 为 素数 ， 且 不 妨 设 p < g。 
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2 pg 值 逻辑 函数 的 分 解 


定理 1 (中 国 剩余 定理 (CRT))lt9 设 mi,… ,mr 是 7 个 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 令 m= mi,…， 
mr,， m= 二 mMi;，MI!M; 三 1(modmi), 1 < i<r， 则 一 次 同 余 方 程 组 


rT 三 Zi (modmi),:… ,7 = Zr (modmr), (1) 
有 惟一 解 
z= MIMizi + MiMazz 十 … 十 MIMrzr (modm). (2) 


命题 1 设 (Q2,F,P) 是 某 一 概率 空间 ，2Z 是 Q 到 2ov 的 映射 ， 则 : 
1) 2 可 以 由 中 国 剩余 定理 分 解 为 


Z(w) = MIMIX(w) + Mi M2Y (w), (3) 


其 中 
Mi=gq, M2=p, MIMi=1(modp), M;M;2=1 (modg), 


X(w) EZp, Ylw)EZs, weEN. 
2) Z 是 概率 空间 (Q,F,P) 上 pg 值 随机 变量 的 充 要 条 件 是 X,Y 都 是 (Q,F,P) 上 的 随机 变 


三 
时 


证 明 ”由 中 国 剩余 定理 和 随机 变量 相互 独立 的 定义 易 得 。 
性 质 1 设 Z 是 某 概率 空间 (Q,F,P) 上 的 pg 值 随机 变量 ， 则 Z 具 有 “均匀 分 布 ” 的 充分 必 
要 条 件 是 X,Y 相互 独立 ， 且 都 具有 “均匀 分 布 ”， 其 中 2Z, X,Y 满足 (3) 式 。 
文献 [1] 指出 : 当 m 是 素数 时 ， 任 一 m 值 风 辑 函数 可 以 由 模 m 多 项 式 表 示 ， 而 当 m 是 合 数 
时 ， 并 不 是 所 有 m 值 逻辑 函数 都 能 用 模 m 多 项 式 表 示 。 文 献 [11] 只 给 出 了 多 值 逻辑 函数 具有 
多 项 式 表示 的 条 件 ， 下 面 给 出 所 有 pg 值 逻辑 函数 (无论 有 无 多 项 式 表示 ) 的 一 种 统一 分 解 表示 
式 。 
根据 中 国 剩余 定理 ， 在 Zr 和 2, x 2 之 间 建 立 如 下 一 一 对 应 关系 
Z € Lpg S(T,Y) € Zp Xx Zo, 
其 中 
z= MiMiz + M3M2y (modpg), Mi 一 人， M>» 二 2， 
MMi=1(modp), MsM,= 1 (modg). 
记 z= (1,… am) € 2% 对 应 的 分 解 分 量 为 
和 一 (21 ,Tn) € Lo) y= (Yi, ,Yn) € 2Z0. 
设 f(z), z € 20 是 任意 的 m 元 pg 值 逻辑 函数 ， 则 在 上 述 建立 的 一 一 对 应 分 解 意义 下 有 
f(2) = MiMifi(z;y) + M2 Mf2(x;y), (4) 


其 中 (z;y) € 2Z? x 2Z?， 甩 (Zz;y) 是 ZI Xx2? 到 如 的 映射 ,而 fo(zx;y) 是 2Z7 x2? 到 2 的 映射 。 
我 们 把 上 述 逻 辑 函数 的 分 解 称 为 CRT- 分 解 。 称 及 (zx;y)，f2(X;)，(Z; 胃 E22 x ZI 为 1(z) 的 
CRT- 分 解 意义 下 的 分 解 函 数 ， 简 称 分 解 函 数 ， 简 记 为 [ 广 , f2]。 
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3 pg 和 值 逻辑 函数 的 代数 标准 型 


首先 ， 在 CRT- 分 解 意义 下 ， 寻 求 分 解 函数 [万 , 户 ] 的 代数 标准 型 。 
引 理 119 对 任意 正 整 数 灾 及 a, re Zm\{0}，gcd(a,m) = 1， 同 余 方 程 


az 三 7 (modm) (5) 


定理 2 设 及 (zx;y), (z;y) € 27? x 2?， 是 Zr x 2? 到 2Z, 上 的 映射 则 广 (z;y) 具 有 如 下 表 


示 


fi (zi y) >》 {on.. jin 人 , Ti" (modp) 


i1) inEZDp 
x | > bn sn, I (modg) |}, (6) 
jn EZ 


其 中 Oil sin ?1， 人 Ee ES Zp, bj jn j1,° Sr ,Jn € Za, 且 在 上 述 定义 运算 下 表 法 是 惟一 的 。 
证 明 首先 注意 到 ， 对 任意 的 映射 可 有 如 下 表示 : 对 任意 的 (z;y) & 28 x Zr， 有 


n 
fz)= > hbrHeo(cy= Aa;b) Tee) Ty), (7) 
(a;b)EZR XIr a=(a1, an)EZp i=1 
b=(bi, ,bn)EZT 


其 中 》 为 剩余 类 环 2。 上 的 运算 ，I(o;ay} (2;9)，Tfas} (Ti)，I6;} (Wi) 均 为 示 性 函数 。 
Jajj(zi) 是 Z。 上 的 逻辑 函数 ， 由 有 限 域 知识 四 可 知 1f6,}(zi) 存在 惟一 的 多 项 式 表示 ， 可 设 
Tai} (Ti) -= c(zs 十 (p 一 1)as 十 1) (zi 二 (p a 1)a; 十 2) i (zs (p 二 1)ai +Dp— 1) (modp), (8) 
其 中 ce 2 满足: c:1.:2.….(p 一 1) 三 1 (modp)， 由 引 理 1 可 知 c 有 惟一 解 。 而 If,}(Yi) 是 Zo 
到 2, 上 的 映射 ， 将 Zo 上 的 0 和 1 映射 到 2Z, 上 的 0 和 1， 则 有 
Fo) = dyi+ (gq— bt1)(yt+(g— b+2):...(y+(q— 1)b+q—1) (modg), (9) 


其 中 de 2 满足 
d:1:2...(g—1)==1 (modg), 
而 
gcd (1.2...(g—1),g)=1, 
由 引 理 1 可 知 & 有 惟一 解 ， 此 时 是 将 Z 上 的 0 和 1 映射 到 2o 上 的 0 和 1， 且 在 此 意义 下 表 法 惟 


根据 (7), (8), (9) 式 ， 我 们 有 


f= 5 Ad II e+ro-bo+7nodn| 
a=(Q1,… ,0n)EZP i=l jEZp\{0} 
b=(b1, ,bn)EZY 


x [Ta I +- D+)(modg)|. (10) 


i=l1 jE€Za\{0} 
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因为 有 (x;y) 与 及 (a;b) 相互 惟一 确定 ， 故 (10) 式 在 定义 运算 下 表 法 惟一 。 将 (10) 式 两 个 中 
插 号 内 的 各 乘积 项 展开 、 合 并 并 化 简 即 可 得 (6) 式 ， 即 结论 得 证 。 
定理 3 设 户 (zi 人 (7;) E27 X27 是 Zr x 2? 到 2Z4 上 的 映射 , 则 f(x; 功 具 有 如 下 表示 


fanD= 2 oa (11) 
i ,in€EZp fi, ,InEZa 
其 中 a E Yo, 人 … sin €E Zp, j1,°** ,In € Za， 且 在 上 述 表 法 是 惟一 的 。 
证 明 同 定理 2 一 样 ， 首 先 注意 到 对 任意 的 映射 可 有 如 下 表示 


JP(ziy) = > fola;sb) [Tey (zi Hoy (Wn), (2;y) € 27 x 27, (12) 
es = 
To (Wi) 是 24 上 的 逻辑 函数 ， 同 定理 2 证 明 一 样 可 有 惟一 多 项 式 表示 。 而 Ifo,} (zi) 是 妈 5 到 
Za 上 的 上 映射， 将 Z 中 元 素 视 为 24 上 的 元 素 ， 则 分 下 面 两 种 情况 讨论 。 
(I) p=2 时 : 
当 @; = 0 时 ， 记 
Tai} (Ti) = do(Zi — 1) (modg), (13) 


其 中 do € 2 满足 方程 (1)do 三 1 (modg)。 由 引 理 1 可 知 do 有 惟一 解 ， 即 (13) 式 为 If6,}(zi) 


的 惟一 多 项 式 表 示 。 
当 Qi 一 1 时 ， 记 


Hay (21) = ma (modg). (G4) 
(ID) 2 为 奇 素数 时 : 
当 Qi 二 0 时 ， 记 
Tras} (7i) = do(Zi ~— 1).… (zi — (p— 1)) (modg), (15) 
其 中 do € Zag 满足 方程 
do:1:2...(p—1)=1 (modg). 
而 


gcd (1.2...(p— 1),g) 一 淹 也 


由 引 理 1 可 知 do 有 惟一 解 ， 即 (15) 式 为 14s)(zi) 的 惟一 多 项 式 表示 ， 且 表 法 惟一 。 
当 ai = 工时 ， 记 


Tai} (Ti) = dizi(Ti — 2).*: (zi— (p -1)) (modg). (16) 
当 @i = 二 p 一 1 时 ， 记 
Tai} (Zi) = dp-17i(Ti — 1)(zi ~ 2):… (zi — (p ~ 2)) (modg). (17) 
当 ai € Zp\{0,1,p 一 1} 时 ， 记 


Taos} (Ti) = dasTi(Ti — 1) (Ti— Qi+1)(ri— ai—1)...(ri ~ (p—1)) (modg), (18) 


第 3 期 赵 亚 群 ， 金 栋梁 : 环 Ze 上 风 辑 函数 的 分 解 及 其 应 用 525 


其 中 di; € 24, i= 0,1,… ,p 一 1， 且 满足 
di:1.(-1)...(2—p)=1 (modg), 
dp-1:1:2...(p—1)=1 (modg), 
das :1ai:(—1): (0; —p+1)=1 (modg). 

注意 到 p < gq， 同 样 由 引 理 1 可知 ，di;, i = 0,1,… ,p 一 1 具有 惟一 解 ， 因 此 式 (16), (17), (18) 表 


法 惟一 。 与 定理 2 证 明 一 样 ， 进 行 展开 、 合 并 并 化 简 ， 即 知 结论 成 立 。 
由 定理 2、3 及 CRT 一 分 解 可 见 ，pg 值 逻辑 函数 在 定义 的 运算 下 具有 惟一 的 代数 标准 型 。 


4 pg 和 值 相关 免疫 逻辑 函数 的 等 价 判别 条 件 
定义 1 设 f(z), ze 2 为 是 m 元 pg 值 逻辑 函数 ，[ 户 , fo] 是 f(z) 的 相应 分 解 函 数 。 称 


1 


el py 
ix (09) 


ZEZH YEZH 


S0112) (VW; Ww ) = 


为 逻辑 函数 f(z) 的 Chrestenson 循环 分 解 谱 ， 简 称 为 f(z) 的 分 解 谱 。 
定义 2 称 (wii;wi2) € ZpX2Zog,… (Wni;Wn2) € ZpX2Zq 为 向 量 w = (wii ,Wnl; W12，*…， 


wn2) € 2Z3? x 27 的 正规 分 划 ， 记 


1, (Ww;1; WwW; 0， 
Wi(wj1; Wi2) = (wn 2) # OE€Zp x 1l1<j<n, 
0, (wy1; 2072) 一 0， 


称 丈 (w) = 入 Wj(wji; wj2) 为 由 的 正规 分 划 汉 明 重量 。 
3 三 1 


引 理 2884 m 值 逻辑 函数 (zi)… ,zn), (Z1，,… ,zn) € Zn 为 t 阶 相关 免疫 的 充分 必要 条 件 
是 对 任意 的 we 2Z%， 其 汉 明 重量 1 < Wp(w) < t+ 时 ， 都 有 


SF) (Ww) 一 0， 入 E Zm\{0}. (20) 


定理 4 设 f(z), z € Zn 是 n 元 pq 值 逻辑 函数 ，[ 所 i, fo] 是 f(z) 的 相应 分 解 函 数 ， 则 f(z) 是 
t 阶 相关 免疫 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 w= (wD);w3) € Zr x Zr, 及 1 <W(w)<t 和 NE 
Zp， 和 2 € 2 且 和 Xi、》a 不 同时 为 零 时 ， 都 有 F(z) 的 分 解 谱 满足 


SO nfa) (Ww); wel) ) =0. (21) 


证 明 由 引 理 2 可 知 ，f(z) 是 t 阶 相关 免疫 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 和 e Zos\f0} 及 任 
意 的 vw 所 2Zpa， 其 汉 明 重量 1 < WaH(v) < t 时 ， 都 有 Sy)(v) = 0。 由 定理 1， 对 f(z), ZE 
Zpg, UE 2Z% 及 入 和 Zpg 进行 CRT 一 分 解 有 Sf)(v) 二 Su PaP(wOiwG))， 其 中 wv 的 


分 解 分 量 为 (wt5iw(9))。 由 引 理 2、 中 国 剩余 定理 分 解 的 惟一 性 可 知 结论 成 立 。 
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Decomposition of Logical Functions over Ring Z», and its Application 
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Abstract: To overcome the difficulty that the composite-valued logical functions over the residual 
class ring can not be represented by canonical polynomials, the decompositions for pq-valued random 
variables are presented by the Chinese remainder theorem (CRT), and the CRT-decompositions of the 
pq-valued logical functions and their variables are shown, and the algebraic normal form of decom- 
posable functions for pq-valued logical functions is obtained. The algebraic normal form for pq-valued 
logical functions is presented under the according CRT-decomposition. Then the criteria of correla- 
tion immune pq-valued logical functions are discussed under the CRT-decomposition, so a construction 
method for correlation immune pq-valued logical functions is derived by the algebraic normal form of 
the decomposable function. 
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immunity; decomposition spectrum 
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